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矩阵的相似对角化及其判定准则

定义 (可对角化)
相似于对角矩阵的方阵称为可对角化的. 我们称一个线性变换为可对角
化的,若它在某组基下的矩阵可对角化.

定理 (利用特征向量来判定)
方阵 A可对角化⇔ A有 n个线性无关的特征向量.

推论 (利用特征值来判定)
若 n阶方阵有 n个两两不同的特征值,则 A可对角化.

定理 (利用特征值的重数来判定)
1 1 ≤几何重数 ≤代数重数.
2 A可对角化⇔每个特征值的几何重数与代数重数相等.
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极小多项式 *

定理 (哈密尔顿-凯莱定理)
PA(A) = 0.

特别地,任意方阵 A都存在零化多项式.称次数最小的首一零化多项式
为 A的极小多项式. (注:极小多项式为相似不变量.)

性质

1 极小多项式整除其他任意零化多项式.特别地,极小多项式为特征
多项式的因子.

2 一个数为特征值当且仅当其为极小多项式的根.

定理 (利用极小多项式)
方阵可对角化当且仅当其极小多项式无重根.

推论 (利用零化多项式)
方阵可对角化当且仅当其存在无重根的零化多项式.

例: 设方阵 A满足 A2 = A, A2 = I或 A3 = A等.则 A可对角化.
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相似上三角化
不是每个矩阵都可以对角化,但总是可上三角化!

定理

1 任意 n阶复方阵 A都相似于一个上三角形矩阵 J,且
2 J的对角线上的元素为 A的全体特征值.

证明思路:将 A的一个特征向量 ξ1 扩充为 Cn 的一组基 ξ1, · · · , ξn,并记
组成的可逆矩阵 (ξ1, · · · , ξn)为 P. 则

AP = P
(
λ ∗

A22

)
.

对矩阵阶数归纳,不妨设 A22 = Q

λ2 ∗
. . .

λn

Q−1. 则

A = P
(
1

Q

)
·

λ1 ∗
. . .

λn

(
P
(
1

Q

))−1

.

注: J的取法不唯一.(例:
(
0 1
0 0

)
和

(
0 2
0 0

)
.)

例: 若复二阶矩阵 A满足 A2 = 0,则 A = 0或者 A相似于
(
0 1
0 0

)
.
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若当矩阵 *

相似等价类中的最简代表元是什么? 为了回答这一问题,我们需要引进:

定义 (若当块,若当矩阵)

1 给定任意正整数 m和复数 λ. 称矩阵 Jm(λ) =


λ 1

λ
. . .

. . . 1
λ


为若当块.

2 称由若当块组成的对角分块矩阵

J =


Jm1

(λ1)
Jm2

(λ2)
. . .

Jms(λs)

为若当矩阵.
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相似等价类中的最简代表元 (若当标准形)*

定理

1 任意复方阵都与某若当矩阵相似,并且
2 不计若当块排序下,这个若当矩阵取法唯一. 称之为给矩阵的若当
标准形

例

设 λ为 5阶复矩阵 A的 5重特征值.请分析 A的若当标准形.

例

求矩阵 A =

3 −2 1
2 −2 2
3 −6 5

的若当标准形.
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